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MIRELA PIRVU, INEGALITATI MATEMATICE: o propunere de optional la nivel de invitimant liceal

ARGUMENT

strategii de rezolvare a unor probleme cu caracter practic sau teoretic folosind inegalitatile in cadrul
unui optional ales constient de elevi. Asimilarea cunostintelor de bazd in domeniul inegalitatilor se
poate dovedi de un real folos in intelegerea notiunilor de matematicd in general, dar si in viata
profesionala viitoare. Din punct de vedere teoretic studiul aprofundat al inegalitatilor este pe terenul
analizei matematice.

Pe de alta parte, participarea cu succes la olimpiadele si concursurile scolare presupune o
pregatire suplimentard temeinicd. Lectiile despre inegalitati algebrice si geometrice vor largi sfera de
cungtinte si abilitdti matematice ale elevilor si vor duce la imbunatatirea rezultatelor acestora la
examene $i concursuri de specialitate.

Curriculumul la decizia scolii (CDS) este, prin dreptul de a lua decizii conferit scolii,

emblema puterii reale a acesteia. Derivata din libertatea, oferita de planurile-cadru de invatamant, de a
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decide asupra unui segment al Curriculumui national, aceastd putere da posibilitatea definirii unor
trasee particulare de invatare ale elevilor.

Anual, prin oferta scolii, elevului de liceu i se da posibilitatea sa aleaga, la fiecare arie
curriculara, un numar de discipline optionale. Raportul dintre trunchiul comun si curriculum la decizia
scolii variaza pe parcursul liceului. Procentul afectat CDS se majoreaza progresiv.

La clasa a Xl-a, profil real, specializarea matematica-informatica, elevii au matematica 4
ore pe saptimani si o programa destul de incarcata. In cadrul acestei programe inegalitatile se regasesc
si nu prea. De aceea, in cadrul CDS, este venita urmatoarea propunere de optional : “Inegalitditi

algebrice si geometrice tratate la nivel neelementar”.




MIRELA PIRVU, INEGALITATI MATEMATICE: o propunere de optional la nivel de invitimant liceal

CAPITOLUL 1: Utilizarea functiilor convexe;

Inegalitatile lui Jensen

1. Pana sa vedem ce ne poate inlesni convexitatea, e normal sa ne
intrebam cum identificim aceasta proprietate la exemplul concret de functie
cu care lucram.

Raspunsul pare simplu:

verificam (J) si continuitatea lui f pe I. Altfel, verificam direct si
nemijlocit (C). Altfel, daci feste de doud ori derivabild, f* > 0 inseamni
convexitate. Si mai poate fi ceva : o colectic de reguli banale, dar foarte
eficiente, de a obtine convexitatea prin operatii algebrice si de compunere,
etc.

De exemplu, la clasa a IX-a, chiar imediat dupd incheierea

capitolului de trigonometrie, putem justifica o inegalitate “primordiala”,
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n n
Zsinxi < nsin<zl_n1 l) ,x; € [0;m],i €{1;2;-;n},nE€EN,n>2.
i=1
fara referire la functii concave, ci doar cu
sinx + sin x +
%S sin( > y) ,Vx,y € [0;m] .

Intr-adevir, ultima inegalitate este echivalenta cu

sinﬁTy (1 — cos %) > 0 (adevarata),
cu egalitate daci x = y .

Obtinem nemijlocit particularizarea

3v3 < 3\/§R>
A rs—— ),

sinA + sinB +sinC < —
1 1 1 2 2

valabila in orice triunghi ABC , cu egalitate numai daca triunghiul este

echilateral.
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in schimb, pentru a lucra cu sinx functie concava pe
[0; T] avem nevoie (si) de continuitatea functiei, ceea ce se obtine direct, cu

ajutorul unei inegalitati analitice, extrem de importanta,

(4) |sinx| < |x|, x€ER.
in aceeasi situatie se afla a*,Inx,---a aaror certificare (J)
este triviald, dar care cer neaparat continuitate.
Situatia se modificd drastic in cazul functiilor, de larga
aplicabilitate ,
f(x)=xlnx,g(x) =x* (ae R\ {0;1}),x > 0.
Aici se impune folosirea derivatei secunde , evitandu-se tertipurile

pretins “elementare”. In acest caz f, g sunt indefinite derivabile, cu

f'(x)= % >0; g () =ala—1)x22

cu interpretarile: f strict convexa ,
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g strict convexa, pentru a € (—oo; 0)U(1; 4+0) si strict concava, daca
a€(0;1).
De tinut minte cd f+ax+ b ramane (strict) convexa,
respectiv (strict) concava, daca f este astfel.
La compuneri de functii se pot alcatui tabele cu reguli de
memorat si nu prea. Este mai bine sa tragem concluzii de la caz la caz.

Exemplu. Dacd f:1 — (0; +0) (strict) concava,
atunci % este (strict) convexa .

Demonstratia se incheie la nivel elementar,

cu aplicarea inegalitatii CBS :

1 - 1 o +w? - A LM
fOAx+uwy) “Af ) +uf») A +uf)~ f) )’
A+pu=1.
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2. Pentru f:1 — R o definitie echivalenta a convexitatii este

expresia

x f(x) 1
(C') y fO) 1{=0,vxyz€el x<y<z,
z f(z) 1

sau, explicitat,
fOZ-y)+f)x-—2)+f(2)(y—x)=0
sau, “mai geometric” ,

y—x z—y

WVx<y<z.

Aplicatie. Pentru orice x,y > 0, are loc inegalitatea

xY+y*>1 ,
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iar minorantul este cel mai bun ,
adica xi;11>f0(xy +y5)=1.
Solutie. Rezultatul se verifica imediat daca,y > 1.
Lucram mai departe cu x,y € (0; 1) .
Pentru x € (0; 1) fixat consideram functia
f:R = (0; +0) , f(t) = x*, functie exponentiald, deci strict

convexd, de unde, conform (C") obtinem

xy‘1—1< x—x17Y oy <yt s x
Sx X —xy &S x .
1-y 1-Q1-y) Yo x+y—xy
Schimbam x cuy :
y
X>—
y x+y—xy

si adunand ultimile doua inegalitati, avem

10
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xY + x>£>1 Vx,y€ ;1)
Y T Yty —xy ' Y e

Pentru x > 0 fixat, avem
lim(xY +y*) =1,
ylo

ceea ce justifica inf (@Y +y*)=1.
x,y>0

3. O aplicatie clasica a convexitatii stricte a functiei
f(x) = xln x , dovedita mai inainte:

Fieay,az,+-,a, >0, A,45,--,4,>0cu

Mt ++2,=1

si definim media ponderata (de parametrii (a; 1) )

n\x
M(x) = (z Aiai‘) ,X ER* .
i=1

11
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Dacia, =a, =+ =a, =a,atunci M(x) =a ,Vx € R" si pentru
orice sistem A = (A4, 4,, -+, 1,,) (cazul trivial).

Lucrdm pentru aq, a,, -+, a, , NU toate egale.

Avem M (x) continud pe R* si lir% M(x) = af : a§2 aﬁ" , pentru
X—

n = 2, astfel ca M se poate prelungi prin continuitate pe tot R :
1

x
ia’i‘) ,XER*

Ai
i

)

,x=0

M(x) = (Z};A
Ll

O functie R — R , continua .
Calculam limitele la capete:

M(OO) = chl_I;?OM(x) = max{alr az, -, an} ’ M(_OO) = xl_i}IIOOM(x)

= min{a,,a,, -, a,} ,

12
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Cu M(—w) < M(), din ipoteza asupra numerelor a; .
“Miezul aplicatiei” este justificarea afirmatiei

M(x) este strict crescatoare pe R .

Demonstratia este practicabild la o clasa buna de a Xl-a .

'

Pentrux # 0, (InM(x)) = Gln Yis1 liaf‘) =

n n n
= xZ/liaf Ina; — Zliaf In Zliaf =
i=1 i=1 i=1
n n
= > Af@ —f(Z /L-af> >0,
i=1

i=1
Unde f(x) =xinx ,jarx; =af ,i € {1;2;---;n} nutoate egale
cand x # 0 .
Rezultd ca In M este o functie strict crescatoare pe (—o; 0) si pe

(0; +00) , dar continua in 0,

13
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adica M este strict pozitivasi strict crescatoare pe R.

Altfel  spus, M:R — (min{a;}; max{a;}) e bijectie strict

crescatoare. lar la aceasta aportul esential 1-a adus functia necomund xIn x .

4. Sialte povesti minunate izvorasc din (C") , pe care o putem scrie
comod ( “simbolic”)
xyl<l[yz], cux,y,z€l,x<y<z.
Ordonarea x < y < z nu va mai fi amintitd, cu exceptia situatiilor in
care vom avea si alte intercalari.

Cum in realitate, "’y intre x si y *“ se scrie

zZ— - X z—
y-x+y z=Ax+(1-N)z A= y’

zZ—Xx Z—X zZ—X

si convexitatea lui f pe I se scrie

M)+ A=-Df@) 2 fAx+A-Dz) = fy),

cu inca doud transcrieri, echivalente:

y:

14
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A=-D@D-f@)2fO) - fx),
f@O-fM2Af@-f),

adica

f@Q-f&)_ fO) - f&)

zZ—X y—x
f@-fO»)_ f@-fC)
z—y z—-x

adica, “simbolic” ,
() [yl <[xz] ,
() [x,z] <[yz] .

Semnificatia geometricd este mai mult decat clara: este vorba
despre ordonarea crescatoare a pantelor unor coarde pe graficul functiei
convexe, etc.

La f strict convexa in [x, y] < [y, z] si in(x) , respectiv (*x) ,

inegalitatile devin stricte.

15
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Daca x < z , iar y si t sunt arbitrare, intre x si z , atunci avem
urmatorul corolar (oarecum) spectaculos:
() xyl<Ixz]l<I[tz] ,
+4+) [xt]<[xz]<[y7z].
Daca —x = z —t, adica x + z = y + t, atunci obtinem
inegalitatea Karamata :
(Ko) fO+f@)=f) +f(@),
Vx<yt<z,x+z=y+t.
O forma particulara remarcabila a inegalitatii (K;) este
(K1) fla+b—-co)+f(c) < f(a)+f(b),
Vvab€el,a<b, c € (a;b) si
f functie convexa.
Intr-adevar, notima 4+ b —c=x € (a;b) ,

deoarecex <b < c>a ,iarx>a <c<b -

16
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Asa stand lucrurile, putem afirma ca pentru

a<xy,Xy o, X, <Db
AIJAZJ'“'ATL > 0 'Al +AZ + "‘+An == 1

Obtinem inegalitatea din corolar

f <a +bh— Z Aixi) +f (Z Aixi) < f(@) + fb) .
i=1 i=1

Cu aceleasi ipoteze se obtine 0 inegalitate mult mai interesanta ,subtil

mai find decat cea de mai sus:

(m) f<a+b—zlixi) < f(a) + f(b) _Z)‘if(xi) :
im1 i-1

Demonstratie. Avem succesiv, pentru
xi=tl-a+(1—tl-)b, tiE[O;l], iE{l;Z;---;n},

17
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f (a b ;Aixi> - f(; 2((1—t)a+ tib)) <
< Zlif((l —t)a+tb) < Z(Ai(l —t)f (@) + Aitif (b)) =
= f(a) + f(b) — i Ai(tif (@ + A —t)f (b)) <
=1
< f(a)+f(b) - i Aif (tia+ (1 = t)b) =
=1

= f@+fB) = ) Af G
i=1

Inegalitatea (m) este un exemplu de extrapolare ingenioasa a unor

canoane batute si raz-batute din timpul bunicilor.

18
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CAPITOLUL 2: Inegalitati clasice;

demonstratii neelementare

1. INEGALITATEA MEDIILOR

O demonstratie foarte frumoasa apartine lui Liouville

(Mitrinovic D. S., [3]). Acesta studiaza si cazul de egalitate.

Mai departe vom demonstra inegalitatea
G(ay ay,,a,) <A(ay ay,,a,), adica

a1+a2+ -+ a,

(GA) Yaia; - ,Vagay, -,

ENNn=2.

a;t+ax+--+a
Fie P(n):Y/a, a, - ——" Va a,, ",

neNn=2.

a, € (0;0),n

a, € (0; ),

19
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Pentrun = 2.
Fiea;,a, > 0.
Consideram functia f: (0;0) = R, f(x) = x + a; — 2/a1x

derivabila,
foo=1 _\/:_x _ \/a_l(\\//_%\/a_l)
fx)=0x=aqa
x 0 a, o0
Jil€) ——0+++
fx) l 0 T

Conform tabelului de variatie, f(x) =>0,Vx>0.
Pentru x = a, obtinem inegalitatea a; + a, — 24/a,a, = 0 si astfel

P(2) este adevarata.

20
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Egalitatea se obtine pentru a; = a, .

Demonstram ¢a P(n) =>P(n+1).

a;+az+ - +ap+tansq
n+1

P(n+1):""a; ay - ananq < )
Ya; a;,,ay, ayyq € (0;0)

Fiea; ap,--,ap, ans1 € (0; ).

Consideram functia g: (0;0) - R,

gx)=x+a,+a,+-+a,— (n+1)"a,a, - a,x derivabila,

a1a2 see an

g =1-- =
+1\/ (aray -+ apx)™

M ay a1 a a0 a
102+ An 102 An
n+1
V(aiaz-apx)t

g(x) =04 = aqa, - a,

21
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X 0 %Ya,a,--a, ©

g (x) -———0++

g(x) Vog(Yawaz—+an)?

Din P(n) adevarata obtinem
G0 @ T a) = @y + ay + o+ g — YTy 2 0.
Conform tabelului de variatie g(x) =0,Vx >0.
Pentru x = a,,,1; deducem ca
a + a4+ ap + ane — (4 D aga, - anan, =0
si astfel P(n + 1) este adevarata.

Deci P(n) este adevarata pentru orice n € N ,n > 2.

22
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2. INEGALITATEA LUl HOLDER

1 1
vn€N* ,Va;, b;€R,i€{1;2;--;n} si Vp,q>1 cu ;+5=1.

n

z a;b;

i=1

Egalitatea are loc dacd 3y € R ai alp = ybiq
iar a;,b; =0 ,vi€{1;2;-;n} sau
a;,b; <0 ,vie{1;2;-;n}
Demonstratie. Aplicam metoda inductiei matematice.

1 1
n P/ 1
S(Zlai|p> (Zwiw) Vay, b, €R,
i=1 i=1

i€{1;2;--;n} sivp,q>1 cu $+%=1,nEN,n22

n

Z a;b;

i=1

P(n):

23



MIRELA PIRVU, INEGALITATI MATEMATICE: o propunere de optional la nivel de invitimant liceal

Pentru n = 2 avem de demonstrat inegalitatea

1

1
laiby + azb;| < (laq|P + |az[P)P - (1b1]7 + |bp]9)7 (1)

Demonstram mai intai

1 1
laibi| + lazby| < (lag|? + |az[P)P - (|b1]7 + |by|1)a (2).
Consideram functia
f:(0;4+0) >R,
1 1
f(x) = (ag? + laz|P)P - (|1b1]|? + x4 — |aq||by]| — |az|x
1
Avem f derivabild si f'(x) = (|ay|P + |a,[P)P (b, |9 +

1
xDa "x17t —ay| =

1

lay P + lay [P\P L
= (a1l oy
|17 + x9

24
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1
, la, |P + |a, |P\P ——
= _— = p—1
f(x) 0<:>< 15,10 + x4 x la,| <
laiP+las P _ ), |P , ag|P + ay|P = x~9|a, [P |by|7 + |a,|P
by |94+ =X a, , 11 a, =X a, 1 a;
14
- . P|p,|9 a .
Daca |aq| # 0, atunci xq:M@x:“”%q si
1 > 1 S
lasl a,
14
bl [2]7) =
iz,
1
1 a. 12 a\4 a2
= 2|a 2|a
(lay|? + la,|P)P - |b1|q+(|b1| — ) = layllbs] —laxl|by| |
a, a
|by | » » 1 v v 1 by » »
= B(lall + |az[P)P(Ja, P + |a,|P)a — 2(|a1| +lazP) =0
lay |4 lay |9

25
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x 14
0 |b4 | %|q ®©
aq
f'(x) ——— —-0++
f(x) l 0 T

Conform tabelului de variatie, f(x)=>0,Vx>0.
Daca |b,| >0 ,luam x = |b,|.Din f(|b,|) =0, adica

1 1
laibi| + lazby| < (lag|? + |az[P)P - (|b1]|T + |by|)a i
|a1b1 + a2b2| S |a1b1| + |a2b2| Ob'glnem (1)
Dacd |b,| =0 sau |a,| = 0 inegalitatea (1) se verifica imediat.

Demonstram cd P(n) —>P(n+1).

26
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n+1 n+1 % n+1
P(n+1): Z (Zla |P> <Z|b |Q) Vay, b €R,
ief{1;2;--;m;n+1} si
A >1 ! + ! 1
pq>1cu —+-=
P q
n+1 n+1 n
> aib| < Y laibil = ) laibil + lansabpasl
i=1 i=1 i=1
1 1
n A a
< (ZW) (Zwiw) +lans1bneal
i=1 i=1

Notam a = (I} 1|al|p)P >0sib=CQL,|b; |q)q =0.

Din cazul n = 2, avem, conform (2),

27
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1 1
lab| + |ap41bp1| < (1al? + |an41[P)? - (IB]9 + |bpyq D)9
1 1
Dar, (|al? + |an41[P)? - (|b|7 + |byye |9 =
1 1
(TP )P (X1 bl 9)a
si astfel P(n + 1) este adevarata.

Deci, P(n) este adevarata pentru oricen € N,n = 2.

28
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3. INEGALITATEA LUI MINKOWSKI

1 1 1
- P - P L P
Dlac+bidr | <(Dlai? | +( b
i=1 i=1 i=1

vneN* ,Va;,b;€R,i€{1;2;---;n} si Vp=1.
Avem egalitate daca 3y € Rai a; =yb; Vi € {1;2;---;n}.
Caz particular. Pentru p =2 si a;,b; €R,i € {1;2;---;n} areloc

inegalitatea (*)

J(@ag + b))%+ (az + b)? + -+ (a, + b,)? <

s\/a§+a§+-~-+a$,+\/b§+b§+---+b3,

Avem egalitate daca 3y € Raia; = yb; ,Vi €
{1,2;-;n}si XL a;b; = 0.

Demonstratie. Ridicam la patrat ambii membri ai inegalitatii () .

29
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()<= (ag + by)?* + (ag + by)? + -+ (an + by)?
<af+ai+--+ai+bi+bi+--+bi+

+2J(a§ + a3+ -+ a)(bi + b3 + -+ + b})

Inegalitatea (*) se reduce la 2a, b, + 2a,b, + -+ + 2a, b, <

2\/(a? +aZ + -+ a2)(b? + b3 + -+ b2) (x%)
Daca ))j-; a;b; < 0, atunci inegalitatea (**) se verifica strict .
Daca )7*; a;b; = 0, atunci ridicam la patrat in (*x) si obtinem
(aiby + azb, + -+ + apby)? <
< (a? + a3+ -+ a?%)(b? + b3 + --- + b2) (adevirat, conform CBS)
Egalitatea are loc dacd Iy € Rala; = yb;,Vi €
{1,2;--;n}si X a;b; = 0.

30
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Mai departe vom demonstra prin inductie cazul in care
a;,b; >0,i€{1;2;--;n}.
1

1 1
n 5 n 5 n E
P(n): <Z(a,- + b,-)") < < a’;’) + (Z bf)
i=1 i=1 i=1

l
Va;,b; >0,i€{1;2;---;n} ,Vvp=1, neEN,n=>2.

Pentru n = 2 avem de demonstrat inegalitatea

1 1 1
((ay + by)P + (a, + by)P)P < (af + ag)p + (biJ + b;’)p <

by\P by\P
<:><af(1+—1) +a§(1+—2)> <
a, a

1
1 i
= b \P b-\P
<(af +ab)P + (af (—al) +ab (—az) )p
1 2

S
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Consideram f: (0;+0) = R, f(x) =

S~
[,

p blp 14 P p pl 14 blp pp5
= a1(1+a—1> +ab(1+xP) —(al +ad)p —(af <a_1) +a;x

f este derivabila.

32



MIRELA PIRVU, INEGALITATI MATEMATICE: o propunere de optional la nivel de invitimant liceal

1,

D
f'(x) = 0<:>a§(1 + x)P1 (af (1 + %) + a§(1 + x)P)p =
1

1
b1\? p
=abxP™1 <af (—1> + agxp> ,
a,
1 1
~—1 ~—1
ol V(e Y
a a
al a +x1)1’ +a) =|a’ xlp +a) N
by\P b;\P
(1+3) ~ (&)
(1+x)»  xP '’
b p
1+ P
1+ x)P a b
( a;) _a+x) <:>(—1+1) =(—+1) Sx=—
(ﬂ) xP b, X a,
aq
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x 0 ﬁ -
a
£(x) +++0——
f(x) 7 01!l

Conform tabelului de variatie, f(x) < 0,Vx > 0.
— b i by
Alegem x = o, 8 obtinem f (az) <0,

ceea ce implica P(2) adevarata.

Avem egalitate in P(2) daca % =2
1

azl

Demonstram ca P(n) —>P(n+1).
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SN SN
P(n+1): (Z(ai + bi)p> < <Z af> + (Z bf’)
i=1 i=1 i=1
Ya;,b; >0,i €{1;2;---;m;n+ 1}, vp=>1
1 1

n+1 P n P
(Z(ai+bi>z’) =( (ai+bi>p+<an+1+bn+1>v> =
i=1 1

1\ P )
- [((zgzl(ai FBOPYP) + (e + bn+1)p] <

1
P

1 1\ P
() + (S 00P) + @+ |

<

conform P(n) adevarata.

1 1
Luim a; = (X7 al )P, @ = anyq B = (Tfeq BY)P , B2 = by si

cum P(2) este adevarata, avem
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((ay + B)P + (az + BP)? < (a? +al)p + (B7 + BL)P

Obtinem
1
(7 (2.7 [
P P
| (Z‘ﬁ) +(Zblp) +(an+1+bn+1)p| <
i=1 i=1

| |
1 1
< (Zttal)e + (T bP)P siastfel P(n+ 1) este adevirata .

Deci, P(n) este adevarata pentru oricen € N,n = 2.

Revenim la cazul general, prezentat la inceput si ne plasam in doua
situatti , in functie de p .
Daca p = 1, inegalitatea se verifica cu egal.

Daca p>1,ludm q = ﬁ > 1 care verifica %+ é =1 siaplicam

inegalitatea Holder.

36



MIRELA PIRVU, INEGALITATI MATEMATICE: o propunere de optional la nivel de invitimant liceal

n n
Z'ai + byl = Zlai +bi[P~t a; + byl
i=1 i=1

n n
< Zlai + b [P a;| + Zlai + bi|P71 by <
i=1 =1

1 1 1 1
c P (< (& P& q
< (Zlailp) (zlai + bi|(p‘1)q) + <Z|bi|l’> <Z|ai + bi|(p—1)q>
i=1 i=1 i=1 i=1
1 1 1
n E n E n E
= (Zlai + bi|p> (Zmup) + (Zwup)
i=1 =1 i=1
Am obtinut i=1lai + bilP < Biqla; +

bt [ty + (Lalbi?ye]
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1

(zn:mi + bi|p>1_a < (zn:mdv)5 + (zn:uaiw)5

i=1 i=1 i=1

. 1 1 .
sicum 1 — EZE , rezulta ca

1 1 1
Qiila; + biIP)? < (Tqlag|P)P + (T7q|b;|P)P, ceea ce trebuia

demonstrat .
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Capitolul 3: Inegalitati cu solutii diverse

Sa rezolvam acum doua inegalitati folosind atat metodele rudimentare
de lucru cat si metode mai fine : e* functie convexa, Inx functie concava,

etc.

x+y+z

1. x*y¥z* > (xyz) 3 ,Vx,y,z>0 .
Solutia 1. Fie x,y,z>0 . Daca logaritmam ambii membri,
inegalitatea devine:

x+y+z)(nx+Iny+Inz) -
3

S 2x—y—2)hx+QRy—z—x)lny+2z—x—-—y)lnz=>0&

xinx+ylny+zinz >

S x—-—y)(Inx—-Iny)+(y—2z)(Iny—Inz) + (z—x)(Inz—-1Inx) > 0.
Ultima inegalitate este justificatd de faptul ca diferentele a —

b si Ina — In b au acelasi semn.
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Solutia II. Consideram functiile
f,9:(0;0) >R ,f(x) =xlnx si g(x) =Inx .
Cum f si g sunt indefinite derivabile,
calculim  f"(x) =%> 0,vx>0 sig(x)= —% <0,vx>0 ,

de unde rezulta ca f este strict convexa , iar g este strict concava.
Aplicam inegalitatea Jensen (J) si avem:
x+y+zy _fO+fM+f@
3= 3 o

(x +y+ Z) - gx)+g@) +g(2)
3 = 3 ’

vx,y,z>0,

adica

x+y+z x+y+z
xinx+ylny+zinz=3- -1n< ):

3
x+y+z>2

=(x+y+z)-g( 3

40



MIRELA PIRVU, INEGALITATI MATEMATICE: o propunere de optional la nivel de invitimant liceal

x) + +g(z Inx+Iny+1Ilnz
g ggy) 9()=(x+y+z)- 3y ’

ceea ce trebuia demonstrat.

> (x+y+z)-

2. (USAMO ,1999)
xx2+2yzyy2+2zxzz2+2xy > (xyz)xy+yz+zx Vxy,z>1 .
Solutie . Fie x,y,z>1 .Daca logaritmam ambii membri,
inegalitatea devine:
(x2+yz)Inx+ (y2+zx)Iny + (z> + xy)Inz >
>(xy+yz+zx)(Inx+Iny+1Inz) &
e x*+yz—xy—xz2)Inx+ (y?+zx —yz—yx)Iny +
+(Z?+xy—zx—zy)lnz> 0
Sk-—y)ax—2)hx+@Y-x)y—2)ny+(Z—-x)(z—y)Inz=0.
Ultima inegalitate seamana cu inegalitatea Schur, de aceea sperdm ca

si demonstratiile sunt inrudite.
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Presupunem, fara sa restrangem generalitatea, ca

x2y=2z>1=Inx=>2Iny=lnz>0.

Avem x=—y)x—2)hx=>x—-—y)(y—2)Inx > (x—y)(y —
Z)Iny =

= x-y)x—2)nx+ @Y —-x)(y—2)Iny >0 sicum (z—x)(z
—y)lnz=>0.
Adunand ultimile doua inegalitati, rezulta ceea ce trebuia demonstrat.
Sa trecem acum de la “elementar” la “mai putin elementar”

demonstrand cateva inegalitdti cu ajutorul calculului diferential sau chiar
integral.

Pentru aproximarea lui e* cu functii rationale putem urmari

inegalitatile trecute in revista de Mitrinovic in [3]:
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3. (Karamata J.,1949)
2 x™

X
(Kl)e>1+1|+§+ +— , Vx>0 ,YyneN ;
x2 x™ xn+1
K,) e* <1+ +—+t+t—+— ,0<x
(K2) 1 2! n' (n—x+1n!

<n+1,VneN.

Demonstratie. Consideram functiile f, g: (0;0) — R definite prin

x? x"
—x X
fx)=e <1+1|+2'+ -+ )
n+1l
g(x):f(x)+e‘x-m ,pentru0<x<n+1.

Functiile f si g sunt derivabile f'(x) =

—x(1+%+’;—j+“'+%)+ e_x(1+ + + +(nn_11)|):

_xx

= —e <0 Vx> 0;
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Din f'(x) <0 ,Vx >0 rezulti ci f este strict descrescitoare pe

(0; o0) si cum li{gf(x) =1, obtinem f(x) < 1,Vx > 0, adica (K;).
X

g =fx)—e™® S +e - o+ D® —nx]
(n—x+ 1n! (n—x+1)2n!
_ _x_ﬁ_l_ _x_ﬁ_xz—(2n+1)x+(n+1)2_
- ST n! (n—x+1)2 B
x" x
=e ¥ — —=>0,pentru0<x<n+1.

n! (n—x+1)?

Din g(x)>0,Vx>0 rezultdi ci g este strict crescitoare pe

(0;n+1) sicum li{glg(x) =1,obtinemg(x) > 1, pentru0 <x <n-+
X

1, adica (K,).
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Acum sa vedem o inegalitate care a primit mai multe solutii de-a
lungul timpului.
4. Daca0<a<b,atunci
a+b a—>b
(m) 2 “Ina—Inb’
Solutia I. (B. Mesihovic) Se verifica direct ca
(1+t)2>4t ,VtER,

cu egalitate dacd si numai dacat = 1.

1 2 . .
Avem —>—— |Vt > 1,de unde, prin integrare, obtinem
2t 7 (14t)2 3

b b
1fadt>2 a dt
2); ¢ ;. A+’

adica,
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1, b 1 1 1, b b-a a+b a-b
=lIn=>2|-——+=-)]=<h->— &—>—
a 1 2+2 2 a b+a 2 Ina-Inb

Solutia 1. ( L.Panaitopol ,V.Béndila , M.Lascu )

Fie 0 < a < b . Notam g = x > 1. Inegalitatea de demonstrat devine

-1

Inx>2-——

x+1
S R R _ o x-1
Consideram functia f: [1,00) >R ,f(x)=Inx—-2 -

/ 1 4 x-1)2
Avemf(x)—;—m—(m) =0,vx=>1,

de unde rezultd ca f este strict crescatoare pe [1. oo) si

f(x)>f() =0 ,vx > 1, ceea ce trebuia demonstrat.

Alte doud demonstratii ale inegalitatii (m) au fost date de Mitrinovic .
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5. Sase determine m € R astfel incat inegalitatea Inx < mx
are loc pentruv x > 0.

Solutie. Observam ca

Inx
Inx < mx <:>TSm ,pentrux > 0.

Consideram functia f: (0,0) - R , f(x) = 1“7’“

1-lnx

Avem f'(x) = Vx>0.

xz2 7

fX)=0eohx=1ox=¢.
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x 0 e o0
f(x) +++++0———
f() ) 0o !

Conform tabelului de variatie , x = e este punct de maxim al lui f pe

(0,0)si f(x) < f(e) =< ,¥x > 0.

Inx . C o 1
<-,Vx>0,ceeaceimplicam >~

Q| =

Am obtinut ca ~

@
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